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Resumo

Nenhum aspecto da matematica foi tdo analisado “a luz da teoria piagetiana” quan-
to o niimero. Os resultados encontrados por Piaget e Szeminska e publicados no livro A
génese do niumero na crianga geraram, também, inimeras publicagoes acerca das suas
possiveis implicagoes pedagogicas. Para os pesquisadores, o nimero € elaborado a par-
tir da sintese operatéria da seriacgao e da classificagao, estabelecendo um tertium entre
as definigbes de niimero propostas por duas das principais correntes do pensamento
matemaético: o logicismo e o intuicionismo. Neste artigo expoe-se o debate entre
intuicionismo e logicismo sobre o niimero e a posigdo epistemolégica de Piaget que
levou a uma nova concepgao de compreender a génese do niimero na crianga.
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Abstract

The definition of number: a hypothesis over
Piaget’s Theory

Perhaps no aspect in Mathematics has been so thoroughly analyzed than the concept
of number from Piaget’s point of view. Results by Piaget and Szeminska in their book “The
Child’s Conception of Number” brought forth several publications on possible pedagogical
implications on the issue. For researchers, the number concept is worked out from the
operational synthesis of serializing and classification, while establishing a tertium between
the definitions of number, which have been proposed by two of the main mathematical
thoughts, namely logics and intuitionalism. In this article the debate between intuitionalism
and logics on the number and Piaget’s epistemological stance that led to a new concept
on the genesis of number in the child is provided.

Keywords: Piaget’s definition of number; logics; intuitionism.

Introducao

Até 1940, Jean Piaget (1896-1980) ja
havia analisado as fontes préticas e sen-
sério-motoras do desenvolvimento da
crianca e publicado seus resultados em
duas obras classicas: O nascimento da
inteligéncia na crianga e A construgdo do
real na crianga. Também ja havia
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investigado os aspectos verbais e
conceituais do pensamento infantil que
resultaram em A formagao do simbolo na
crianga. O proprio Piaget afirma, no prefa-
cio da primeira edigdao do livro A génese
do ntimero na crianga, escrito em 1941, que
era necessario “ultrapassar essas duas
etapas preliminares e atingir os mecanis-
mos formadores da prépria razao”, ou seja,



procurar compreender como os esquemas
sensdrio-motores se organizavam no plano
do pensamento em sistemas operatérios,
0 que, para ele, s6 seria possivel mediante
o estudo do ntmero (Piaget; Szeminska,
1981, p. 11).

Do ponto de vista epistemolégico, o
problema “o que é o nimero?” intrigou fil6-
sofos e matematicos desde a Antigiiidade,
evidenciando a existéncia de um forte
contraste entre a clareza instrumental do na-
mero e a complexidade das teorias
construidas para explicd-lo. Nenhuma das
principais correntes do pensamento mate-
maético, como o intuicionismo, o logicismo e
o formalismo, até o século 20, conseguiu uma
resposta satisfatéria para explicar qual a ori-
gem do ntmero. Tal desafio interessou a
Piaget, para quem somente uma investiga-
¢ao genética poderia conduzir a uma resposta
mais conclusiva.

Assim como a verdade técnica da
aritmética esta fora de toda discusséo, a
questao de se saber o que é o namero dei-
xa evidente a surpreendente incapacida-
de do pensamento para apreender qual é
a natureza de certos instrumentos nos
quais, entretanto, acredita compreender
completamente e os utiliza em quase
todos os seus atos.

Este contraste entre a evidéncia
instrumental do ntimero e a confuséo das
teorias epistemolégicas para explica-lo
deixa claro a necessidade de uma
investigagdo genética: o desconhecimen-
to do pensamento em relagao as engrena-
gens essenciais de seu préprio mecanis-
mo é, com efeito, o indice psicolégico de
seu carater elementar e, em conseqiién-
cia, da necessidade de se remontar aos
primérdios de sua formagdo para poder
alcanga-las (Piaget, 1975, p. 67-68).

Piaget, em parceria com Alina
Szeminska, realizou esta investigacao ge-
nética; os resultados obtidos foram relata-
dos no livro La genése du nombre chez
Ienfant, publicado em 1941, definindo
namero como “a sintese da classificagio e
da seriagao”.

No texto em questdo apareceu, pela
primeira vez, a resposta a pergunta: O que
¢ ntmero? Piaget e Szeminska se propu-
seram a apresentar, a partir de observa-
¢Oes precisas, uma explicagao tedrica co-
erente da construgdo do nimero na
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infadncia. O interesse despertado pela
obra, desde sua publicagao, jamais dimi-
nuiu, apesar ou por causa das criticas te-
oricas que o livro contém e dos novos
fatos experimentais nele apresentados.

Os sujeitos da pesquisa foram restritos
a criangas do periodo intuitivo, ndo por-
que nao existissem indicativos da presen-
ga do nimero em criangas mais jovens, mas
porque toda analise metodoldgica necessita
fixar “comegos”. Para nédo ficar remontan-
do indefinidamente as origens, Piaget e
Szeminska estabeleceram que os sujeitos
de sua investigacao deveriam ser capazes
de realizar tarefas inerentes as provas
cognitivas programadas, limitando-os, en-
tao, ao periodo intuitivo ou pré-operatdrio.

Para a determinagdo das provas,
Piaget e Szeminska se fixaram nas princi-
pais “qualidades” ou “necessidades” do
nimero para existir — a conservagdo de
quantidades (condigao de todo e qualquer
conhecimento), a correspondéncia termo
a termo (essencial para a contagem), a de-
terminacao da cardinalidade e do princi-
pio ordinal (aspectos indissociaveis do nt-
mero) —, e, em todas elas, é possivel per-
ceber que os autores buscam confirmar a
hipétese, nao colocada abertamente, de
que o numero é a sintese da classificagao
e da seriagdo.

Como Piaget e Szeminska formularam
essa hipétese é o tema que investigamos,
mediante pesquisa bibliografica sobre a
construgao do namero, objetivando compre-
ender o contexto cientifico e filos6fico no
qual os pesquisadores estavam inseridos.

O nimero pela hjstéria e
pela filosofia: algumas
consideracoes

Até o século 18, embora ja inteiramente
dedutiva, a matemaética estava particular-
mente ligada aos algoritmos, e pouca ou
nenhuma preocupagao existia quanto a
natureza de seus elementos ou quanto aos
seus fundamentos. De uma maneira geral,
a excecao do periodo classico, na Grécia
Antiga, a evolugao das idéias matematicas
prosseguiu, até ai, de uma maneira prati-
camente linear, sem maiores revolugoes.
Esta histéria, vista hoje, parece indicar que
a matematica se desenvolveu de uma
maneira praticamente “esperada”.

Tal nao é, todavia, o panorama do
século 19, no qual, ap6s a descoberta de
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um novo mundo na geometria, a matema-
tica passou a ser reconhecida niao mais
como uma ciéncia natural, decorrente da
observagdo da natureza, ou que buscasse
descrevé-la, mas como uma criagédo inte-
lectual do homem. Em decorréncia dessa
nova concepgao surgida no século 19, com
o advento das geometrias nao-euclidianas,
a aritmetizacio da anélise e da élgebra, a
adogao da légica simbdlica como a lingua-
gem da matematica e com a libertagao da
matemaética do real, eclodiu o que ficou
conhecido como “a crise dos fundamentos”
da matematica. Surgiram entao, como va-
mos descrever a seguir, diferentes formas
de conceber a matematica e, conseqiiente-
mente, diferentes definigdes para niimero.

As principais correntes do
pensamento matematico

Por quase todo o século 19, o mito de
Euclides (c.450-¢.380 a.C.) era inabalavel
tanto para os filésofos como para os mate-
maéticos. A geometria euclidiana era con-
siderada por todos “como o mais firme e
confidavel ramo do conhecimento” (Davis;
Hersh, 1986, p. 371).

A descoberta das geometrias nao-
euclidianas, contudo, implicou a perda da
certeza da geometria, abalando, conse-
qlientemente, nao s6 os alicerces da mate-
matica, mas de todo o conhecimento. Os
matematicos do século 19 enfrentaram o
problema e buscaram uma outra fonte
segura para fundamentar seus trabalhos,
elegendo a aritmética como a “nova base
sélida”.

Ao alicergar a matematica sobre a
aritmética, porém, se estava, em tltima ins-
tdncia, fundamentando-a sobre o nliimero
natural, e verificou-se, entao, que este nao
possuia uma definigdo matemética forma-
lizada, a ponto de o alemado Kronecker
(1823-1891) haver dito que “Deus fez os
nuameros inteiros, todo o resto é criagido do
homem” (Eves, 1995, p. 616).

Estava desencadeada a “crise dos
fundamentos” na matematica.

A partir dai surgiram diversas
correntes buscando solugoes para os pro-
fundos problemas apresentados, solugoes
estas que se resumiam em tornar a mate-
matica, novamente, uma ciéncia confiavel.
Dessas correntes, trés se destacaram: o
logicismo, o intuicionismo e o formalismo.
Estas trés correntes continuam, até hoje, a
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dividir os matematicos quanto aos
fundamentos da matemaética.

O logicismo

O matematico alemao Friedrich Ludwig
Gottlob Frege (1848-1925) acreditava que a
solugdo para o impasse seria a redugdo da
aritmética a légica. Para realizar esta tarefa,
pretendia efetivar a consecugdo de dois
grandes objetivos: o primeiro seria definir
toda expressao aritmética em termos 16gi-
cos e com isso mostrar que a toda expres-
sdo aritmética equivale uma expressao 16-
gica determinada; caso conseguisse realizar
tal tarefa, o segundo objetivo consistiria em
mostrar que as proposigoes légicas obtidas
poderiam ser deduzidas de leis légicas
imediatamente evidentes.

Frege eliminou qualquer recurso a
intuigédo e a linguagem comum, procuran-
do mostrar que a aritmética poderia ser
considerada como um ramo da légica e que
suas demonstragdes nao necessitavam se
fundamentar nem na experiéncia e nem na
intuicdo. Observou, entdo, que a matema-
tica necessitava de uma profunda revisao
critica, como nunca acontecera antes. Acre-
ditava que seriam necessérias demonstra-
¢Oes de proposigoes que, anteriormente, se
aceitavam como evidentes e que conceitos
relativamente novos, como de funcao, de
continuo, de limite, de infinito, etc., pre-
cisavam ser reexaminados. De maneira
geral, seria necessario examinar todos os
campos da matematica com o rigor de de-
monstragao, delimitagdo precisa da vali-
dade dos conceitos e sua exata definigao,
a partir ja do proprio conceito de niimero.

Além da perda de credibilidade da ge-
ometria como base sélida, é preciso recor-
dar que, praticamente na mesma época,
apareceram as varias antinomias da teoria
dos conjuntos, abalando todo o edificio ma-
tematico e fortalecendo a idéia de Frege,
de que apenas uma anélise minuciosa dos
fundamentos da matemaética, “gragas ao
novo instrumento 16gico, poderia salvar a
coeréncia das matematicas” (Grize, apud
Piaget et al., 1980, p. 121).

O programa apresentado por Frege nao
encontrou eco até ser acatado por B. Russell
(1872-1970) e A. Whitehead (1861-1947).
Os dois retomaram a tese de Frege e procu-
raram demonstrar que a matemética pura
(incluida ai a geometria) poderia ser
inteiramente deduzida da légica.



Embora até entao tivessem sido
tratadas, historicamente falando, como es-
tudos distintos, a matematica sempre
relacionada com as ciéncias e a l6gica com
o idioma grego, o desenvolvimento de
ambas, durante o século 19 e inicio do sé-
culo 20, de acordo com Russell, aproximou
definitivamente l6gica e matematica, a 16-
gica tornando-se cada vez mais matemati-
ca e a matematica, cada vez mais logica,
de maneira a ser, para Russell, inteiramente
impossivel tragar uma linha entre as duas;
“na verdade, as duas sao uma. Diferem
entre si como rapaz e homem: a légica é a
juventude da matematica e a matematica
¢ a maturidade da l6gica” (Russell, 1974,
p. 186).

A tese do logicismo é que a matematica é
um ramo da logica. Assim, a logica, em
vez de ser apenas um instrumento da
matemética, passa a ser considerada como
a geradora da matemética. Todos os con-
ceitos da matematica tém que ser formu-
lados em termos de conceitos légicos, e
todos os teoremas da matemaética tém que
ser desenvolvidos como teoremas da 16-
gica; a distingdo entre matematica e 16gi-
ca passa a ser uma questdo de
conveniéncia pratica. (Eves, 1995, p. 677).

O formalismo

O embriao da escola formalista foi um
estudo postulacional realizado pelo mate-
matico aleméo David Hilbert (1862-1943)
sobre a geometria, em 1899. Nesse estudo,
Hilbert aprimorou o método matematico
desde a axiomaética considerada material,
dos tempos de Euclides, a axiomética for-
mal do século 20. Algum tempo depois,
tentando solucionar a crise instaurada pe-
las antinomias na teoria dos conjuntos e
para responder ao desafio a matematica
classica, estabelecido pelos intuicionistas,
Hilbert dedicou-se, seriamente, a
elaboragdo do programa formalista.

A tese do formalismo é que a matematica
é, essencialmente, o estudo dos sistemas
simbdlicos formais. De fato, o formalismo
considera a matematica como uma cole-
¢do de desenvolvimentos abstratos em
que os termos sdo meros simbolos e as
afirmagoes sao apenas formulas envolven-
do esses simbolos; a base mais funda da
matematica ndo estd plantada na légica

mas apenas numa colegdo de sinais ou
simbolos pré-légicos e num conjunto de
operagdes com esses sinais. Como, por
esse ponto de vista, a matematica carece
de contetddo concreto e contém apenas
elementos simbdlicos ideais, a demons-
tragdo da consisténcia dos vérios ramos
da matemética constitui uma parte im-
portante e necessaria do programa
formalista. Sem o acompanhamento des-
sa demonstragao de consisténcia, todo o
estudo perde fundamentalmente o senti-
do. Na tese formalista se tem o desenvol-
vimento axiomatico da matematica
levado a seu extremo (Eves, 1995, p. 682).

O intuicionismo

Embora nao tenha sido ele matematico
e nem tenha vivido a maior parte da sua
vida no século 19, o pensamento filoséfico
de Immanuel Kant (1724-1804) influenciou
profundamente o desenvolvimento cienti-
fico e cultural dos séculos 19 e 20, inclusive
o da matematica, de modo que é oportuno
um breve intersticio para algumas consi-
deragoes acerca da posigdo da matematica
no sistema kantiano.

Até Kant, tanto os filsofos racionalistas
quanto os empiristas dividiam as proposi-
gOes mateméticas em duas classes mutua-
mente excludentes e que esgotavam o uni-
verso das proposigoes: as analiticas, que
englobam as verdades da razao e cuja nega-
¢ao conduz a ndo-contradigoes, e as
empiricas ou ndo-analiticas, que expressam
os fatos. Kant reapresentou o problema da
classificagdo das proposigoes oferecendo
uma outra: as proposigoes poderiam ser ana-
liticas e sintéticas, e a principal diferenga
entre Kant e seus antecessores é que ele faz
a distingdo de duas classes de proposigoes
sintéticas — as empfiricas ou sintéticas a
posteriori e as sintéticas a priori, que ndo sao
empiricas.

As proposigoes matemaéticas seriam,
segundo Kant, sintéticas a priori, pois se-
riam as formas puras da intuigao, o espa-
Go e o tempo, que permitiriam fundamen-
tar e legitimar os juizos sintéticos a priori
(e também toda a matemética) expressan-
do a especificidade da matematica. Em
outras palavras, a matemaética se referiria
a realidade concreta, mas utilizaria, para
apreendé-la, conhecimentos a priori de
tempo e de espago, o primeiro fundamen-
tando o nimero e, conseqiientemente, toda
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a aritmética, e o segundo alicercando a
geometria.

Estas idéias, que exerceram enorme
influéncia nos matematicos no século 19,
constituiram a base do intuicionismo de
Poincaré.

Jules Henri Poincaré (1854-1912) é
considerado o matematico mais importan-
te do periodo transitério entre os séculos
19 e 20, e, de acordo com diversos histori-
adores, nenhum de seus contemporaneos
dominou tanta diversidade de assuntos,
enriquecendo todos eles. Interessou-se pe-
las geometrias nao-euclidianas, mas, ao
contrario do que depois se comprovou, de
que todas possuiam o mesmo grau de ve-
racidade, preocupou-se sobremaneira em
investigar qual a “verdadeira geometria”.
Para Piaget isto pode ter sido o fato que
impediu Poincaré de “descobrir” a Teoria
da Relatividade.

Poincaré produziu mais de 500 artigos
técnicos e mais de 30 livros, tendo sido tam-
bém um dos principais e mais hébeis
divulgadores da matematica e da ciéncia,
mediante uma série de obras populares e
semitécnicas, entre as quais se destaca A ci-
éncia e a hipétese (1906), um texto de carac-
teristica semipopular, em que apresenta uma
“teoria da matematica na qual é sensivel a
influéncia de Kant” (Costa, 1971, p. 92).

Bastante influenciado pelo sistema
kantiano, Poincaré, porém, nao se contenta-
va apenas com o fato de que os postulados
matemadticos fossem juizos sintéticos a
priori; era preciso, também, que os concei-
tos aos quais se referissem correspondessem
a certas intuicoes materiais, intuigoes estas
que seriam indispenséveis a construgao da
ciéncia. Assim, tal como em Kant, a mate-
maética para Poincaré se apdia em “intui-
¢oes”, principalmente na de namero, razio
pela qual é considerado um dos “fundado-
res” do intuicionismo.

Para Poincaré, o ntiimero possui o
duplo caréter de conceito puro e de forma
intuitiva. E conceito puro enquanto esque-
ma do conceito de grandeza, isto é, “a par-
te sem a qual nao se pode passar da gran-
deza pura a sua imagem no espago e no
tempo”. E forma intuitiva porque repre-
senta a seqiiéncia aditiva de uma unidade
a outra unidade e “realiza a sintese de um
mesmo objeto no espago e no tempo”
(Costa, 1971, p. 93).

Poincaré concluiu que o principio de
recorréncia é sintético, porque nao se reduz
a logica do principio da ndo-contradigio, e
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a priori, porque s6 poderia ser provado
mediante um ndmero infinito de experién-
cias, o que é impossivel. Deste modo,
Poincaré enxergou no método matematico
um elemento intuitivo, e, para ele, “intuigao”,
como o namero, possuia o duplo sentido de
“fonte de nogdes puras ou como instinto
inventivo” (Costa, 1971, p. 94).

Como “fonte de nogbes puras”, a
intuigdo direciona o espirito para a no-
¢ao de ntiimero inteiro e, como instinto
inventivo, impulsiona o profundo traba-
lho do espirito na descoberta cientifica.
Desta forma, para Poincaré, o nimero te-
ria um carater sintético e irredutivel, en-
quanto para Russell, conforme seréa
explicitado posteriormente, o ntimero
cardinal seria a “classe das classes”. Isto
retrata a oposigao existente entre as cor-
rentes de pensamento matemético
logicismo e intuicionismo, que, junta-
mente com o formalismo de Hilbert,
pretenderam resolver a “crise dos
fundamentos” no século 20.

O intuicionismo de Poincaré ganhou
forga como corrente quando o holandés L.
E. J. Brouwer (1881-1966) conseguiu reu-
nir em torno das idéias intuicionistas os
oposicionistas do formalismo de Hilbert e
do logicismo de Russell. Para os seguido-
res do intuicionismo, os elementos e axio-
mas da matematica ndo sio tao arbitrarios
como possam parecer. Segundo Brouwer
(1974, p. 448), “a linguagem e a légica nao
sdo pressuposicdes para a matematica, a
qual tem sua origem na intuigdo que torna
seus conceitos e inferéncias imediatamente
claros para nés...”.

A tese do intuicionismo é que a
matematica tem de ser desenvolvida ape-
nas por métodos construtivos finitos so-
bre a seqiiéncia dos nimeros naturais,
dada intuitivamente. Logo, por essa visao,
a base ultima da matemaética jaz sobre uma
intuigao primitiva, aliada, sem ddvida, ao
nosso senso temporal de antes e, depois,
que nos permite conceber um objeto, de-
pois mais um, depois outro mais, e assim
por diante, indefinidamente. Dessa ma-
neira obtém-se seqiiéncias infindaveis, a
mais conhecida das quais é a dos ntime-
ros naturais. A partir dessa base intuitiva
(a sequiéncia dos nimeros naturais), a ela-
boragdo de qualquer outro objeto mate-
matico deve ser feita necessariamente por
processos construtivos, mediante um ni-
mero finito de passos ou operagoes. Na



tese intuicionista o desenvolvimento
genético da matematica é levado a extre-
mos (Eves, 1995, p. 679).

Segundo Machado (1987), o intui-
cionismo considera a matematica como
uma atividade auténoma, uma construgao
de entidades abstratas a partir da intuigdo
dos matematicos, e, como tal, prescinde
tanto de uma reducgao a légica quanto de
uma formalizagéo rigorosa em um sistema
dedutivo, o que era defendido por Hilbert
e seus seguidores.

Na transigdo do século 19 para o
século 20, ocorreram muitos congressos in-
ternacionais de matematica (o primeiro foi
em Chicago, em 1893). No segundo, reali-
zado na cidade de Paris, em 1900, Hilbert
proferiu a conferéncia principal, na qual
apresentou uma lista com 23 problemas,
que, segundo ele, seriam os focos das aten-
¢oes dos matematicos do século 20. No
mesmo congresso, Poincaré apresentou um
trabalho em que comparava os papéis da
légica e da intuigdo na matematica. A par-
tir desse congresso, Hilbert se envolveu,
com Poincaré, em uma das maiores
controvérsias do século.

Hilbert admirava o Mengenlehre de
Cantor, ao passo que Poincaré o criticava
fortemente. As teorias de Cantor, como os
abstratos espacos de Hilbert, pareciam
muito afastadas da base intuitivo-
empirica que Poincaré e alguns de seus
contemporaneos preferiam (Boyer, 1974,
p. 448).

Os matemaéticos da época agruparam-
se em torno das trés principais correntes
de pensamento: o intuicionismo de
Poincaré, o formalismo de Hilbert e o
logicismo de Russell, esta altima ligada ao
formalismo (ambas valorizam a légica),
mas nao identificada com ele.

Todavia, como o sucesso ou o fracasso
do programa formalista estava vinculado
a resolugao do problema de consisténcia,
o sonho dos seguidores do formalismo teve
curta existéncia, pois, em 1931, o entdo
jovem matematico Kurt Godel (1906-1978),
discipulo de Hilbert, provou de maneira
inconteste, por seguidores das trés princi-
pais correntes, que nao é possivel provar a
consisténcia de um sistema dedutivo for-
malizado capaz de abranger toda a mate-
matica classica, com todos os seus princi-
pios ldgicos, conforme era idealizado por

Hilbert e seus seguidores. Desta forma, o
debate acerca dos fundamentos da mate-
matica se centralizou em torno do
logicismo e do intuicionismo.

Sao estes, portanto, o cenério e o
instrumental légico de que dispunha
Piaget quando realizou sua investigagao
sobre a construgdo do niimero.

As principais concepcoes
de niimero

Como dissemos, no livro A génese do
numero na crianga, Piaget e Szeminska
queriam confirmar a hipétese, ndo expli-
citamente exposta por eles, de que a no-
¢do de nimero seria a sintese operatéria
da seriagao e da classificagdo. Reafirma-
mos que esta hipotese estaria implicita,
uma vez que, no prefacio, escrito em 1941,
da edigéo francesa da referida obra, o pes-
quisador afirma que “foi unicamente o
problema da construgdo do nimero em
relacdo com as operacoes logicas” que des-
pertou o seu interesse (Piaget; Szeminska,
1981, p. 12).

Ainda no prefdacio em questao, Piaget
esclarece a hipotese que direcionou a
pesquisa realizada:

Ahipétese da qual partimos é, obviamen-
te, que esta construgdo é correlativa do
desenvolvimento da prépria l6gica e que
ao nivel pré-légico corresponde um peri-
odo pré-numérico (Piaget; Szeminska,
1981, p. 12).

Os resultados a que chegaram Piaget
e Szeminska (1981, p. 12) confirmaram
que a hipétese por eles estabelecida, de
que

[...] o niimero se organiza, por etapa, em
solidariedade estreita com a elaboragao
gradual dos sistemas de inclusdes (hie-
rarquia das classes logicas), com as rela-
¢Oes assimétricas (seriagoes qualitativas)
e com a sucessao dos ntameros, constitu-
indo-se, assim, em sintese operatéria da
classificagao e seriagao.

Todavia, uma anélise mais acurada da
investigacdo desenvolvida por Piaget e
Szeminska nos permite inferir, uma vez
que as provas estabelecidas parecem con-
duzir para isso, que a hipétese de que o
nimero se constituiria a sintese da

Clélia Maria Ignatius Nogueira

R. bras. Est. pedag., Brasilia, v. 87, n. 216, p. 135-144, maio/ago. 2006.



A definicao de nimero: uma hipétese sobre a hip6tese de Piaget

classificagdo e da seriacao estava presen-
te durante todo o desenvolvimento da pes-
quisa realizada. O que teria motivado
Piaget a formular tal hipétese?

Para responder a esta pergunta, entra
em cena o forte apelo epistemolégico das
solugoes insatisfatorias para a questdo “o
que é nimero?”, particularmente o longo
e antigo debate, sem vencedor, entre
logicistas e intuicionistas. A este debate
acrescentem-se as conviccoes de Piaget de
que o conhecimento nio estd nem no su-
jeito (apriorismo, implicito no logicismo)
e nem no objeto (empirismo, pano de fun-
do do intuicionismo), mas na interagdo
entre ambos, uma interagio particular que
acontece internamente ao sujeito. Pode-se
inferir, assim, que Piaget procurava uma
solugdo intermediédria entre Russell e
Poincaré.

Dito de outra forma, do mesmo modo
como a concepgao de inteligéncia de Piaget
pode ser considerada como um tertium en-
tre o lamarckismo e o neodarwinismo, que
a sua posigao acerca da construgao do co-
nhecimento fica a meio-caminho entre o
empirismo e o apriorismo, ele terminaria
por considerar o nimero também como
uma espécie de tertium entre Russell e
Poincaré, ao “conceber como reciprocas e
nao mais unilaterais a relacao entre a 16-
gica e a aritmética” (Piaget; Szeminska,
1981, p. 13).

Para confirmar nossa hipétese, a de
que Piaget estaria procurando finalizar o
debate entre logicistas e intuicionista acer-
ca da construgdo do ntimero, nos apoia-
mos em consideragoes, discussoes e argu-
mentagbes do préoprio Piaget sobre esses
modelos tedricos, extraidas dos prefacios
da primeira e da terceira edigao francesa
do livro A génese do niimero na crianga, e
de estudos posteriores do autor, particu-
larmente na obra Introduccién a la
epistemologia genética. 1. El pensamiento
matematico.

O niimero no logicismo de
Russell e Whitehead

Partidarios da idéia de Frege, Russell
e Whitehead tinham o ambicioso plano de
“reduzir” a matemética a légica. Assim,
apresentaram a aritmética como um ramo
dalégica pura. Para isso, o “plano” era “tra-
duzir” os axiomas de definigdo do ntiime-
ro natural estabelecidos pelo matematico
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italiano Giuseppe Peano (1858-1932) em
termos puramente 16gicos, e definiram nu-
mero em termos de classes e de relagoes,
com o aspecto cardinal sendo estabeleci-
do pelas classes, e o ordinal, pelas relagoes
assimétricas, porém de forma independen-
te. Um outro fator que decorre dessa con-
cepgao é que os nuimeros se constituem
isoladamente, a partir de classes indepen-
dentes entre si, e, portanto, ndo existiria
uma iteragdo que culminaria com a suces-
sdo dos niimeros inteiros. Para verificar se
esta explicagao era satisfatéria, para Piaget
(1975, p. 91) o problema se resumiria em
“determinar se os processos formadores do
nimero sa0 ou nao os mesmos a partir dos
quais derivam as classes e as relagoes”.

A teoria de Russell e Whitehead para
o ntimero comega com a descrigdo do que
é uma “classe de classes”. Ou seja, duas
classes consideradas em sua extensao dao
origem a uma mesma classe de classes se é
possivel estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre seus elementos. O ntime-
ro cardinal é definido como estas “classes
de classes”, e, assim, o nimero 1 é a classe
de todas as classes unitarias, o nimero 2 é
a classe de todos os pares possiveis, o nu-
mero 3 é a classe de todas as ternas, etc. O
namero ordinal é igualmente constituido
por meio de classes, s6 que de relagoes
assimétricas “semelhantes”, e esta “seme-
lhanga” é obtida também mediante uma
correspondéncia biunivoca.

Apesar de estas “definigoes” terem
sido aprovadas por muitos matematicos e
quase todos os légicos, houve muitas obje-
goes que podem ser agrupadas em duas
vertentes: as que defendem a existéncia de
um circulo vicioso e as que preconizam a
existéncia de diferengas funcionais entre
a classe logica e o namero.

O intuicionismo de Poincaré
e 0 nimero

O maior critico ao reducionismo légico
foi o francés Henri Poincaré. Ele denunciava
a existéncia de um circulo vicioso, porque o
namero ja estaria presente ao se estabelecer
a correspondéncia biunivoca entre os obje-
tos singulares. Ele argumentava que na “ex-
pressdo ‘um’ homem, etc., o objeto individu-
al ou a classe singular ja implica a presenga
do ntimero 1" (Piaget, 1975, p. 92).

A contra-argumentagdo expunha que
existe uma distingdo entre o “um” l6gico e



o namero 1, ou seja, o “um” légico
implicaria a “identidade” e ndo o ntimero,
da mesma forma como os termos l6gicos
“alguns”, “todos” ou “nenhum” se referem
apenas a pertinéncia ou ndo dos individuos
a uma determinada classe.

Segundo Piaget (1975, p. 92), tanto
Russell quanto seus adversarios desenca-
dearam um embate sem saida, ao argumen-
tarem com identidades e classes isoladas,
pois o atomismo légico possibilitava a jus-
tificativa em ambas as diregoes. A “[...]
identidade pertence tanto a matemaética
como a légica intensiva”, sendo que a
especificidade légica ou matematica sé6 é
passivel de ser determinada em fungao da
“estrutura de conjunto da totalidade
operatéria onde se inserem os elementos”.

No que se refere a diferenga funcional
entre classe e nimero, fica claro que a fun-
¢ao da classe, como é constituida por indi-
viduos que gozam de uma determinada
propriedade, é a de identificar, ao passo
que a do nimero (que necessita abstrair as
qualidades) é a de diversificar; dai se con-
clui que sao fungdes fundamentalmente
heterogéneas. Entretanto, novamente, esse
argumento sé seria valido se aplicado as
totalidades operatdrias e ndo aos elementos
isolados.

Piaget analisou a solugao logicista
estudando a natureza da correspondéncia
biunivoca estabelecida para se criar as clas-
ses equivalentes, para verificar se ela é pu-
ramente légica (qualitativa) ou se ja
introduz explicitamente o niimero.

Para Piaget, na correspondéncia
biunivoca légica ou qualitativa os elemen-
tos se correspondem univocamente em
funcdo de suas qualidades, como, por
exemplo, quando se analisam as semelhan-
cas entre dois objetos (ou conjuntos de
objetos) e, para isto, se estabelece a corres-
pondéncia entre uma parte de um com a
parte semelhante no outro. Por considera-
rem apenas as qualidades, as correspon-
déncias qualitativas independem da
quantificagao.

A correspondéncia biunivoca
qualquer ou matematica nao é estabelecida
em fungdo das semelhangas qualitativas,
mas associando um elemento qualquer de
um dos conjuntos a um elemento também
qualquer do outro, com a tnica condigdo
de que cada elemento seja colocado em
correspondéncia uma tnica vez, o que im-
plica uma quantificagdo, pressupondo a
unidade.

O problema da concepgao de Russell
residia no fato de ele utilizar a correspon-
déncia biunivoca matematica ao estabele-
cer sua “classe de classes”. Deste modo, ndo
é puramente a classe que gera o ntimero
cardinal, mas uma classe ja quantificada
pela correspondéncia qualquer.

Assim, quando Russell constré6i o niimero
12 e faz corresponder um a um os apds-
tolos de Jesus Cristo com os marechais
de Napoledo, o apdstolo Pedro néo é as-
sociado ao marechal Ney em virtude de
suas qualidades comuns (como quando
um biblogo pde em correspondéncia os
pelos dos mamiferos com as penas dos
péssaros), mas simplesmente enquanto
um constitui uma unidade qualquer do
primeiro conjunto e o outro uma unida-
de qualquer do segundo (Piaget, 1975, p.
94).

Quanto ao numero ordinal concebi-
do como classe de relagbes assimétricas
semelhantes, a primeira questdo que se
apresenta é saber qual é a “semelhanga”
que intervém na constituigido de duas (ou
mais) classes de relagoes assimétricas se-
melhantes, e, analogamente ao niimero
cardinal, novamente é o tipo de correspon-
déncia biunivoca que é o determinante.

Russell, ao néo estabelecer na sua dupla
redugdo estas distingdes genéticas que
conduzem a uma distingao correlativa na
légica entre as operagdes como tais, e ndo
somente entre as classes e as relagdes iso-
ladas, se encerra, assim, em dois circulos
viciosos (Piaget, 1975, p. 95).

Poincaré e a intuicao
racional do nimero

Poincaré ndo concordava com a tese
de que o namero poderia ser reduzido a
légica das classes e das relagoes. Ele en-
tendia o nimero como o produto de uma
intuigao racional (sintética a priori) e
irredutivel as operagoes légicas. Criticava
os matematicos que se deixavam guiar
simplesmente pela intuigao, pois “na pri-
meira investida fazem conquistas réapidas,
mas algumas vezes precérias, como se fos-
sem ousados cavaleiros na linha de frente”
(Poincaré, 1995, p. 13).

De acordo com Poincaré, se no século
19 os matematicos dividiam-se em duas
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correntes, uma que se apoiava na logica e
outra na intuigao, uma releitura dos clas-
sicos os enquadraria como intuicionistas.
E mais, como a intuigdo nédo oferece o ri-
gor e nem mesmo a certeza, foi necessaria
uma evolugdo na ciéncia matemaética, evo-
lugéo esta que a encaminhou para a 16gi-
ca. Todavia, “para fazer aritmética, assim
como para fazer geometria, é preciso algo
mais que a légica pura”, sendo a intuigao
este “algo mais”, ressaltando contudo que,
sob esta denominacéao, diversas idéias es-
tdo subentendidas (Poincaré, 1995, p. 18).

A intuicdo se apresenta, pois, sob
diversas formas, como um apelo aos sen-
tidos e a imaginacao; como generalizagao,
por indugdo de procedimentos das cién-
cias experimentais (representar um
poligono de n lados, por exemplo) e, a que
interessa particularmente a este trabalho,
a intuigdo do ntimero puro (principio da
indugdo) e da qual se originaria, para
Poincaré, o verdadeiro raciocinio matema-
tico, a tnica intuigdo que é passivel de
certeza.

A concepgdo de que o ntimero (e,
conseqiientemente, a matemaética) é pro-
duto de uma intuigéo racional foi (e ainda
é) sustentada por iniimeros matematicos,
existindo, porém, divergéncias quanto ao
sentido de intuigédo, que varia desde “a in-
tuigdo da esséncia estatica do ntimero até
a intuigdo operatéria” (Piaget, 1975, p. 95).

Ao considerar que o namero inteiro
se funda sobre uma intuigdo sintética a
priori que se traduz no raciocinio por
inducgao ou recorréncia, Poincaré, por mais
convencionalista que tenha sido em mui-
tas questoes, como, por exemplo, sobre os
varios tipos de niimeros ou sobre os rela-
cionamentos entre os diversos tipos de es-
pago, admite que tal intuigdo é operato6-
ria, ou seja, uma intuicdo isenta de
contradigdo e que é “construida”.

A discordancia de Piaget com os
intuicionistas se fundamentava no fato de
que a intuigdo do niimero puro nao é a de
um numero especifico e sim de um ntme-
ro qualquer, e seria, segundo o préprio
Poincaré (1943, p. 37), a “faculdade de con-
ceber que uma unidade pode agregar-se a
um conjunto de unidades”.

Assim, ao procederem de uma
intuigdo que contém, de antemédo, a no-
¢do de unidade, as operagdes numéricas
se colocariam em oposigdo as operagoes
légicas. Entretanto, os resultados de int-
meras pesquisas realizadas por Piaget e
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outros sobre a génese dos conceitos
matematicos mostram que:

Todos os conceitos de carater extensivo e
métrico como a medida, a proporgdo em
geometria e o proprio ntimero somente se
constituem em sua forma operatdria quan-
do podem se apoiar em agrupamentos 16-
gicos de carater intensivo (Piaget, 1975,
p- 96).

Isto néo significa, porém, que exista um
estadio caracterizado por estruturas légicas,
que poderia ser considerado pré-numérico,
seguido de um estadio numérico; ao con-
trério, existe uma interdependéncia entre o
légico e o numérico e que é originaria do
conceito de conservagdo dos conjuntos
como totalidades, sejam tais totalidades 16-
gicas ou numeéricas. E mais, esta conserva-
¢ao nao se apresenta, absolutamente, como
uma “intuigdo”, mas é construida, operato-
riamente, num longo e complexo processo.

A faculdade de conceber que uma unidade
pode agregar-se a um “conjunto de unida-
des”, que é assinalado por Poincaré como
sendo o especifico da intuigdo do ntimero
puro, supde, entdo, a “faculdade” de con-
ceber conjuntos invariantes encaixados
uns nos outros e a “faculdade” de ordenar
desde o inicio os elementos agregados
(Piaget, 1975, p. 97).

No entanto, se a sucessao dos nimeros
ndo pode se apoiar em uma primeira intui-
¢ao contendo de antemao a idéia de unida-
de, ap6s sua construgdo, esta mesma suces-
sdo produz uma intuigao racional, em tudo
semelhante a descrita por Poincaré, a
diferencga, porém, de ser final e ndo prévia,

[...] no sentido de que o namero é
apreendido diretamente pelo espirito sem
ser intermediado por raciocinios discursivos
ou légicos. [...] concentragéo instantdnea de
inumeraveis raciocinios anteriores (e esque-
cidos), esta intuigao final é apenas a expres-
sdo da compreensao inteligente e nao nos
informa nada quanto a sua construgdo
(Piaget, 1975, p. 98).

Piaget considerou que a intuigédo
operatéria do ntimero puro, irredutivel a
légica concebida por Poincaré, carecia de
especificidade, enquanto que a redugao de
Russell nao seria operatdria o suficiente, e
sua hipétese, entdo, é a de que haveria a



possibilidade de um tertium entre as duas
posicoes.

Sabe-se bem, com efeito, quantas discussoes
o problema das relagoes entre o nimero e a
l6gica ocasionou, com os logisticos procu-
rando, com Russell, conduzir o namero car-
dinal a nocéo de “classe de classes” e o nt-
mero ordinal, dissociado do primeiro, a de
classe de relagoes, enquanto seus adversa-
rios mantinham, como H. Poincaré e L.
Brunschvicg, o carater sintético e irredutivel
do namero inteiro. E verdade que nossa hi-
pétese, num certo sentido, permite escapar
a essa alternativa, porque se o ntimero é clas-
se e relagdo assimétrica ao mesmo tempo,
ele néo deriva de tal ou qual das operagoes
logicas particulares, mas somente da sua
reuniao, o que concilia a continuidade com
a irredutibilidade e leva a conceber como
reciprocas e nao mais como unilaterais as
relagoes entre a logica e a aritmética. Delas
nao convinha menos verificar sobre o pré-
prio terreno logistico as conexdes assim
estabelecidas pela experimentagao psicol6-
gica, e foi o que logo tentamos (Piaget, 1981,
p- 13).
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